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Offnen Sie den Klausurbogen erst, wenn der Klausurbeginn angesagt wurde! Bitte
studieren Sie bis dahin lediglich dieses Deckblatt.

Aufgabe | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6

Bitte halten Sie vor, wihrend und nach der Klausur den vorgeschriebenen Mindestab-
stand von 1,5m zu allen anderen Anwesenden ein und tragen Sie eine medizinische
Maske. Wahrend der Klausur konnen Sie Thre Maske an Threm Sitzplatz abnehmen.

Die Klausur dauert 2 Stunden. Sie besteht aus 6 Aufgaben. Pro Aufgabe sind
10 Punkte zu erwerben.

Es sind keine Hilfsmittel (Taschenrechner, Mitschriften, Notizen, Telefonjoker etc.)
aufler mechanischen Armbanduhren und Weckern zugelassen.

Fragen koénnen Sie nur schriftlich stellen. Geben Sie uns dazu ein Zeichen. Wenn
wir Thre Frage zulassen, werden wir sie laut vorlesen und beantworten.

Sie diirfen die einzelnen Bléatter dieses Bogens trennen. Wir werden sie wieder
zusammenheften. Bitte markieren Sie klar, welche Bégen welcher Aufgabe zuzuord-
nen sind.

Bitte lassen Sie Thre Klausur am Ende der Bearbeitungszeit an Ihrem Sitzplatz
liegen. Sie konnen einzelne Klausurbégen mit ,,bitte nicht werten“ kennzeichnen,
aber nicht mitnehmen. Die Klausuraufgaben werden wir veroffentlichen.

Wenn Sie Thr Ergebnis im ILTAS-Portal einsehen méchten, bevor es im Studieren-
denportal sichtbar wird, benétigen Sie eine PIN. Ihre PIN lautet:

Bitte priifen Sie die folgenden Angaben und korrigieren Sie sie gegebenenfalls:

Name: e
Matrikelnr.: ...

|



................................................ 3A-Z

Aufgabe 1
Priifen Sie, ob die folgende Matrix invertierbar ist, und berechnen Sie gegebenenfalls die inverse
Matrix!

1 0 0 0 1
0 2 0 2 0
0 0 3 0 O
0 2 0 -2 0
1 0 0 0 -1

Notieren Sie hier Ihre Losung:
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Aufgabe 2
Gegeben ist das folgende inhomogene reelle lineare Gleichungssystem mit einem Parameter ¢:

-5z + 3z3 = -1
3v1 + 4x2 + 3x3 + 624 + t-xz5 = 10
or1 + T9 + 10xy — 4t-z5 = 7
3r1 — 3x9 — 3x3 + 6xy4 — O6t-x5 = -2

(a) Bestimmen Sie alle reellen Werte ¢ € R, fiir die das gegebene inhomogene System mindestens
eine reelle Losung besitzt.

(b) Bestimmen Sie eine Basis des Losungsraums des zugehorigen homogenen linearen Gleichungs-
systems.

(¢) Geben Sie in Abhéngigkeit von ¢ € R den Losungsraum des gegebenen inhomogenen Gleichungs-
Systems an.

Notieren Sie hier Ihre Lésung:
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Aufgabe 3

Der Endomorphismus F': R? — R3 sei durch Multiplikation mit der folgenden Matrix gegeben:
0 0 1
6 5 —6
3 0 2

(a) Berechnen Sie das charakteristische Polynom xr(t), und bestimmen Sie alle Nullstellen von xp.
(b) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von F'.

(
(

¢) Bestimmen Sie zu jedem Eigenwert von F' einen Eigenvektor.

)
)
)
)

d) Ist der Endomorphismus F' diagonalisierbar? Begriinden Sie Thre Antwort!

Notieren Sie hier Ihre Liosung:
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Aufgabe 4
Kreuzen Sie in den folgenden acht Aufgabenteilen alle Aussagen an, die richtig sind.

Es ist pro Aufgabenteil mindestens eine Aussage richtig. Manchmal sind mehrere Aussagen richtig.
Als Gesamtpunktzahl erhalten Sie die Differenz aus der Anzahl aller richtig gesetzten Kreuze und
aller falsch gesetzten Kreuze, mindestens aber 0 Punkte und héchstens 10 Punkte.

(1) Seien A, B Mengen. Eine Abbildung f: A — B ist eine Vorschrift, die
O jedem a € A genau ein Element f(a) € B zuordnet.
O jedem a € A mindestens ein Element f(a) € B zuordnet.

O jedem b € B ein Element a € A mit f(a) = b zuordnet.

(2) Eine Relation ~ auf einer Menge X ist transitiv, wenn fir alle z,y, z € X gilt:
O@~yundy~z)=>2x=y
O (z1 ~y1und 22 ~ y2) = 21 +y1 ~ 22 + Yo
O@~yundy~z)=>z~2

(3) Die folgenden Abbildungen sind wohldefiniert:

Z xN— N 7./37 — 7. Z x (Z\{0}) — Q
(a,b) = a+b ] = (~1)" - (a.0) 8

(4) Eine Abbildung f: A — B zwischen den Mengen A und B nennen wir bijektiv, wenn gilt:
O Zu jedem b € B existiert genau ein a € A mit f(a) = b.
O Zu jedem a € A existiert genau ein b € B mit f(a) = b.
[0 Die Mengen A und B haben genau gleich viele Elemente.

(5) Seien X,Y, Z Mengen. Fiir die Komposition X % Y Iy 7 der Abbildungen X % Y und
vy L 7 gilt:
O Sind g und f injektiv, so ist auch f o g injektiv.
O Ist g injektiv und f surjektiv, so ist f o g bijektiv.
O Ist f o g bijektiv, so ist g injektiv.

(6) Bekanntlich ist eine Gruppe (G, *) abelsch, wenn die Verkniipfung * kommutativ ist. Die
folgenden Gruppen sind abelsch:

O (Z,+)

0 C\{0},-)

O (Ss,0) (symmetrische Gruppe die dreistelligen Permutationen)
(7) Die folgenden Ringe sind Korper:

0 z/11%

O R[t] (Polynomring iiber R mit tiblicher Addition und Multiplikation von Polynomen)

O M(2 x 2;R)  (Ring der reellen 2 x 2-Matrizen)
(8) Fiir jeden Korper K gilt:

[0 Es gibt unendlich viele verschiedene Elemente in K.

O Zu jedem o € K \ {0} existiert ein f € K mit a- = 1.

0O Zu jedem « € K existiert ein § € K mit 4% = .
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Aufgabe 5

Im Folgenden sei K ein Korper. Kreuzen Sie in den sieben Aufgabenteilen alle Aussagen an, die
richtig sind.

Es ist pro Aufgabenteil mindestens eine Aussage richtig. Manchmal sind mehrere Aussagen richtig.
Als Gesamtpunktzahl erhalten Sie die Differenz aus der Anzahl aller richtig gesetzten Kreuze und
aller falsch gesetzten Kreuze, mindestens aber 0 Punkte und héchstens 10 Punkte.

(1) Welche der folgenden Aussagen sind richtig?

[0 Wir kénnen die ganzen Zahlen Z auffassen als Vektorraum iiber den natiirlichen Zahlen N.
(Konvention: 0 € N)

[0 Wir kénnen die ganzen Zahlen Z auffassen als Vektorraum iiber Z.

[0 Wir koénnen die reellen Zahlen R auffassen als Vektorraum iiber den rationalen Zahlen Q.

(2) Zwei Vektoren vi und vy in einem Vektorraum sind genau dann linear unabhingig, wenn gilt:
O Fir ag,as € K folgt aus ajvi + agve = 0 bereits o = 0 und as = 0.
O Fir ag,as € K folgt aus ajvi + asve = 0 bereits oy = 0 oder ag = 0.

0 vi # 0 und vy # 0 und es gibt kein a € K mit vi = « - va.

(3) Der Nullvektorraum {0} iiber R
L] besitzt keine Basis.
L] besitzt als Basis die leere Familie.
(1 besitzt als Basis die Familie, die nur aus dem Nullvektor O besteht.
(4) Sei V ein Vektorraum iiber K. Eine Familie von Vektoren B := (v1,va,v3) aus V bildet genau
dann eine Basis von V', wenn gilt:
O B ist ein Erzeugendensystem von V' und dim(V') = 3.

O Zu jedem Vektor v € V existiert genau ein Tripel (a1, az,a3) € K3, sodass gilt:
V = o1V1 + vy + a3vs.

O B ist ein Erzeugendensystem von V, und v; # 0 fir 7 € {1, 2, 3}.

(5) Die folgenden Matrizen A € M(2 x 2;Z/5Z) sind invertierbar:
Achtung: Koeffizienten in Z/5Z

() °(13) >3

(6) Eine quadratische Matrix A € M(n x n; K) ist genau dann invertierbar, wenn gilt:
O rang(A) = n.
O det(A4) = 0.
O Die Zeilen von A sind linear unabhéngig.
(7) Eine quadratische Matrix A € M(n x n;R) vom Rang rang(A) < n
O besitzt 0 als Eigenwert.

O besitzt keine Eigenwerte.

O besitzt hochstens n — 1 verschiedene Eigenwerte.
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Aufgabe 6
Ist f: V — V ein Endomorphismus eines Vektorraums V, so schreiben wir f? fiir die i-fache
Verkettung von f mit sich selbst, also f* =id, fl = f, f2=fof, f3=fofof usw.

(a) Sei V = R2. Geben Sie ein Beispiel fiir einen Endomorphismus f von R? an, fiir den gilt:
Ker(f?) = Ker(f) und dim(Ker(f)) = 1.

(b) Beweisen Sie: Ist f: V — V ein Endomorphismus eines beliebigen Vektorraums V' mit
Ker(f?) = Ker(f), so ist Ker(f?) = Ker(f) fiir alle natiirlichen Zahlen i > 1.

(c) Beweisen Sie: Ist f: V — V ein Endomorphismus eines n-dimensionalen Vektorraums V', und
ist f? fiir irgendeine natiirliche Zahl i die Nullabbildung, so ist f**! die Nullabbildung.

Sie konnen jeden Satz der Vorlesung ohne Beweis verwenden, sofern Sie ihn separat in seiner
allgemeinen Form (d. h. unabhdngig von der vorliegenden Aufgabenstellung) wiedergeben.

Notieren Sie hier Ihre Liosung:
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